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1. A téma ismertetése, célkitiizés

1.1. Szakaszonként linearis szerkezet

Munkamban egy olyan szerkezet dinamikus vizsgédlatdval foglalkozom, mely-
nek a merevsége nem &llando; valamilyen feltételhez kotott. Pontositva, a
pillanatnyi alakvaltozas befolydsolja a szerkezet viselkedését, de a vizsgalt
tartomanyokon beliil, bar kiilonb6z6 rugalmassagi modulussal, a viselkedés
linearisan rugalmas. Ilyen szakaszonként linedris, kétallapoti de csak egy sza-
badsédgfoki rendszer szabad- és gerjesztett rezgését vizsgaltdk (Shaw & Holmes,
1983). A tobbszabadsdgfoki modell irdnyéba (Jiang et al., 2004) tett lépéseket,
a szabadrezgésének vizsgédlatdval. En pedig folytonos, vagyis végtelen sza-

badsagfoku szakaszonként linedris szerkezet szabadrezgését vizsgdltam.

1.2. Célkittizés

A kutatds kozvetlen el6zménye a (Kocsis et al., 2015) cikk, amely a harma-
dolépontjaiban csigasorral fiiggesztett gerenda vizsgédlatardl szol. Ebben a pub-
likdciéoban numerikus szamitas eredményeképpen az egyik esetben periodikus
mozgast fedeztek fel, ami tovabbi kutatdsi irdnyt igért. Felmeril a kérdés,
hogy milyen koriilmények kozott alakul ki periodikus rezgés? Ennek a tovabbi
vizsgalatahoz létrehoztam a csigasoros gerendacsaladot abra), amelynek
tagjai kiillonboz6 szamu és helyzett felfiiggesztési ponttal rendelkeznek. A dol-

gozat az alabbi kérdésekre keresi a valaszt:

e Hogyan lehet a tobb szabadsagfokot 6sszekoté kényszerrel megtamasztott
szerkezet sajatfrekvencidit és rezgésalakjait a szerkezetcsaldadra algorit-

mizaltan meghatarozni?

e Hogyan befolyasolja a felfiiggesztési pontok szama és elhelyezkedése a

rezgésalakokat és azok tulajdonsagait?

o Létezik-e periodikus rezgés a kétallapoti szerkezetek esetében (a tri-

vidlisokon kiviil)? Ha igen, milyen feltételek mellett?

e A numerikus szdmités sordn az dllapotvéltéds energiaveszteséget okoz (Ko-

csis et al., 2015). Hogyan lehet ezt jellemezni, és mekkora a mértéke?



1. dbra. A csigasorral fiiggesztett gerendacsaldd egyik a) paros (¢ = 3) illetve egyik
b) pératlan (c = 2) szdmu csigaval felfliggesztett tagja

2. El6zmények, kutatasi modszerek

2.1. Csigasorral fiiggesztett gerenda

A vizsgalt szerkezetben a nemlinearitdst okozd kotél tobb ponton, csigasoron
keresztil vezetve csatlakozik a gerenddhoz. Ez a kényszer tehat tobb elmoz-
dulés linearis kombindaciéjara adja meg azt a feltételt, hogy a felfliggesztési
pontok elmozdulasainak Osszege a kotél megnyuldsaval lesz ardnyos. Egy
ilyen kényszer jellemzGje, hogy a statikai hatarozatlansag fokat csak kisebb
mértékben noveli meg, mintha kiilon-kiilon tdmaszok lennének a felfiiggesztési

pontokban.

A létrehozott gerendacsalad tagjai a csigak, vagyis a felfliggesztési pontok
szamaban és elhelyezkedésében kiilonboznek egymastol, de mindegyikre igaz,
hogy szimmetrikusak, és a felfliggesztési pontok egyméastol azonos tavolsdgra
helyezkednek el. A csigdk sugara, tomege, tehetlenségi nyomatéka és a surlédés
is elhanyagolhaté. A csigdkon atvezetett kotél végtelen merev és tomege el-
hanyagolhatd, a benne ébredd er6é konstans az egész kotél hosszan. A kotél
nem képes nyoméerot felvenni, ezért a kotéleré6 minden idépoillanatban nem-
negativ, és a kotél megnyulasa zérus, ezért a csigdk elmozdulasainak Osszege
minden idépillanatban nempozitiv. A kotél feszessége szerint megkiilonbozte-
tem az aktiv (*) illetve passziv (P) éllapotot. Aktiv dllapotban a csigdk el-
mozduldsainak Osszege zérus, passziv allapotban pedig a kotéler6 zérus. A két

allapot hataran, vagyis allapotvaltaskor ez a két mennyiség zérus.



2.2. Moddlanalizis

A rezgéstani feladatok egyik hatékony megolddsi mddszere a modélanalizis.
A lényege, hogy a szerkezet vélaszat, vagyis az elmozduldsok vektorat a
rezgésalakok, vagy mas néven normalmodok idofiiggs linearis kombinacidjaként
allitjuk el6. Elonye, hogy a rezgésalakok terében felirva a mozgasegyenlet
matrixai diagonalmatrixok lesznek, vagyis az egyenletrendszer szétesik a sza-
badsagfokok szdmaval megegyez6 szamu egyenletté. Ezek a rezgésalakok a
véges szabadsagfoku feladatokban a mozgasegyenletbol adodd altalanositott
sajatértékfeladat megolddsai. A végtelen szabadsdgfoki esetben a rezgésalakok
végtelen elemii vektorokkd vagyis (ortogondlis) fiiggvényekké vdlnak. Mivel
a szerekezet szakaszonként linedris, ezért minden szakaszon alkalmazhaté a
moddlanalizis. A végtelen szabadsagfok végtelen szamu rezgésalakot is jelente-
ne, ezért a gyakorlati szamitdsban csak végesszamut vettem figyelembe. Ezzel

tehdt csak kozelitettem az elmozduldsok és a sebességek értékeit.

2.3. Nemlinearis normalmodok

A szuperpondlhatdsdg miatt a rezgésalakokat linearis normalmédoknak (LNM)
is hivjak. Ennek a mddszernek a nemlinedris merevségii feladatokra valé kiter-
jesztéséhez sziikség van tehdt a nemlinedris normdlmédokra (NNM). A szdmos
kutatas soran a definicié csiszolédott. Mostanra dltaldnossdgban elmondhatd,
hogy a NNM-ektdl a kovetkezk elvarhatok:

e periodikus rezgést jelentenek
e mind a szabadrezgésre, mind gerjesztett rezgésre érvényesek
o fiigghetnek az amplitidétdl (és velik egyiitt a peridédusid6 is)

Mig a linearis rezgések esetén a normélmoédok linedris kombindcidi az Gsszes
megolddst megadjdk (Thomson, 1996), a nemlinedris esetben dltaldban
nem.  Nemlinearis esetben is lehetségesek ilyen periodikus palyak, de
ezek altaldban energia-, és igy amplituddfiiggok, ezaltal nem szolgalhatnak
linearis modalanalizishez bazisként. Fzzel szemben nemlinedris analizishez fel-
hasznélhaték, kiilondsen akkor, ha harmonikus vagy legalabb periodikus ger-
jesztéssel foglalkozunk (Rand, 1974).



3. A kutatémunka osszefoglalasa és a tézisek is-

mertetése

3.1. Rezgésalakok és frekvenciaparaméterek

El6szor a csigasoros gerendacsalad tagjain a fliggesztOkotél megfeszitett
allapotaban, vagyis aktiv &llapotban a rezgésvizsgalat alapjaul szolgald
rezgésalakok és sajdtfrekvencidk meghatdrozdsara keriilt sor. A szabadrezgés

differencidlegyenlete, amely minden tagra érvényes (Timoshenko, 1974):
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ahol p a gerenda fajlagos tomege, EI a gerenda hajlitémerevsége, 0(z,t) a ge-
renda lehajldsa a statikus teher hatasara kialakult egyensulyi helyzethez képest.

A véltozdk szétvalasztdsa utédn keressiikk az u(§) rezgésalakokat, amelyek a

kovetkezé kozonséges differencidlegyenlet megoldasai
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ug(€) =0, (2)

ahol a ¢ index az alakfiiggvények sorszamara utal. A gerendat a két végpontja
kozott a felfiiggesztési pontok szakaszokra osztjak, és egy-egy rezgésalak tobb
ilyen, szakaszonkénti alakfiiggvénybél all. A szakaszokhoz a & koordindta és az

1 index tartozik. Az alakfliggvények altalanos forméja a kdvetkezo:
uq,i(€) = A; cos(A\€) + Bisin(A\E) + Cicosh(N\€) + D;sinh(N\€), (3)

ahol A, a g-adik rezgésalakhoz tartozoé frekvenciaparaméter, az A;, B;, C; és D;
pedig a perem- és a csatlakozdsi feltételek alapjan szamithaté paraméterek.A
tamaszokat, és szakaszhatdrokon a megfelel6 dtmenetet az alakfiiggvényekben a
perem- és kapcsolodasi feltételek irjak le. Ezeket Gsszegytijtve irhatjuk réviden
Fc = 0 alakban, ahol F' az un. frekvenciamatrix, és ¢ pedig az A;, B;, C; és D;
ismeretlen egylitthatdk vektora. A szerkezet sajatrezgésalakjait eredményezé
Aq frekvenciaparaméterek azok az értékek, ahol az F'c = 0 egyenletnek nemtri-

vidlis megolddsa van, vagyis ahol az |F'| = 0. Azonban minél t6bb felfiiggesztési



pont taldlhat6 a gerendén, anndl nagyobb lesz a frekvenciamatrix, és igy a de-

termindns szamitisa egyre hosszadalmasabb lesz. A maétrix specidlis szerke-

SR

R
az elsé 1épés a frekvenciamatrix egy megfelel6 F = particiondlasa,

Q

ahol az R matrix a péaros esetben a bal fels6 6 x 6-os, paratlan esetben pedig a
bal fels6 4 x 4-es blokk. Amennyiben a kvadratikus U métrix nem szinguldris,
tigy a frekvenciamétrix determindnsa elééllithaté a |F| = |U|- |R — SU~1Q)|
alakban (Rdézsa, 1991). Ez az U madtrix egy kontinudns, Toeplitz-tipusi hi-
permatrix, és a determindnsszémitasa a kovetkezd formadra egyszerisithet6:
|U| = (—4)¢~!, ami nem zérus, tehdt az U nem szinguldris. Végeredményben
a pédros esetben az eredeti (4¢ + 2) x (4e¢ + 2) méretli frekvenciamdtrix he-
lyett csak egy 6 x 6-os méretli matrixnak, paratlan esetben pedig az eredeti
(dc+4) x (4c + 4) méretli frekvenciamdtrix helyett csak egy 4 x 4-es méretii

matrixnak kell a determindansat szamolni.

1. Tézis

A csigasorral (vagyis t6bb szabadsdgfokot 0Osszekotd kényszerrel)
felfliggesztett tarté aktiv felfliggesztéshez tartozé frekvenciapa-
raméterek szamitdsdhoz a frekvenciamatrixba el6szor a perem-
feltételeket, majd a kapcsolati feltételeket felfiiggesztésenként felirva
olyan blokkos szerkezetiire adédott, ami a determindns szamitasat egy
sokkal kisebb, a felfiiggesztési pontok szamatdl fiiggetlen méreti matrix

determindnsszamitasara vezette vissza. Nevezetesen, hogy a blokkosan

R
felirt frekvenciamatrixot F = l 7 alakban particionalva a de-

termindns szamithaté a kovetkez6képpen: |F|= |U|-|R—SU Q). Itt
az R kvadratikus matrix csak a peremfeltételek és a kozéppont kapcso-
lati feltételeinek sorait tartalmazza. Ilyenkor a kvadratikus U matrix,
amely a tobbi felfiiggesztési pontnél fellépé kapcsolati feltételeket tar-
talmazza és mérete a felfliggesztési pontok szamétdl fiigg, a fizikailag
lehetséges esetekben nem szingularis, Toeplitz tipusi-, kontinuans hi-

” s

permatrix, melynek inverze analitikusan el6allithato.
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2. dbra. Frekvenciatérkép részleges felfiiggesztés esetén, a gerenddn a)pdros illetve
b)pératlan szdmu csigédval. A szinek a csigdk szamét jelolik, vagyis a ¢ = 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7 eseteket rendre a lila, z6ld, vildgoskék, narancssarga, sarga, sotétkék, piros.

A g rezgésalakokhoz tartozé A, frekvenciaparaméterek meghatarozésahoz
a frekvenciamétrix determindnsanak a zérushelyeit kell kiszdmitani. Az |U|
egy konstans érték, ezért elég az egyszertisitett determindnssal, |R — SU Q|-
val szamolni. Mivel csak a zérushelyekre vagyunk kivancsiak, igy gyokvesztés
nélkiil leoszthattam az |R — SUT'Q| tagot e*-val, és igy numerikusan
hatékonyabb eredményt kaptam.

A felfliggesztés topoldgidjanak a frekvenciaparaméterekre valé hatdsanak
megismeréséhez, Un. frekvenciatérképeket allitottam el6, vagyis a A frek-
venciaparamétereket dbrazoltam a A csigdk elhelyezkedésére utalé paraméter
fiiggvényében.  Ezen gorbeseregek el6édllitasdhoz a szimplex letapogatds
modszerét alkalmaztam (Géaspar et al., 1997). A abran lathaték a frek-
venciatérképek. Ezeken az egyes szinek a felfliggesztési pontok szamat jelolik,
az ezt jellemzO ¢ paraméter a gerenda felén elhelyezked6 csigdk szama. A
frekvenciatérképeken szamos érdekes jelenség kozil a kovetkezéket emelném
ki. A A paraméter hatdrai, vagyis, hogy ¢ darab csiga elférjen a gerendén:
12—, paratlan felfiiggesztésnél: A < L.
felfliggesztés esetén a ¢ = 1-hez tartozod lila gérbék belépése 1A = 2-nél a

péros felfiiggesztésnél: A < Péros
befogott-befogott (fél)gerenddhoz tartozé 0,5m-nél torténik, és az 1/A nove-
kedésével (a pératlan is) tart a befogott-csuklés megolddshoz.

A tisztdn szinuszos alakoknak kozos jellemzéje, hogy a A = (2/% + )7 frek-
venciaparaméterek tartoznak hozzajuk, ahol k pozitiv egész szam. Raadasul
2k + 1 szinuszfélhullambal dllnak, fgy azonosak valamelyik felfiiggesztés nélkiili
rezgésalakkal. FEzek a megolddsok zart forméaban felirhatdk, ezért az is

megéllapithatd, hogy egyeneseken helyezkednek el a frekvenciatérképen.
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3. dbra. A ¢ = 2 péros felfliggesztésii szerkezet 1/A = 7-hez tartozd, fél tartéra esé
4., 5., és 6. rezgésalakja a félgerenddn. Korokkel és négyzetekkel jeloltem rendre a
csomépontokat és az inflexidés pontokat.

A vizsgalat, és igy a frekvenciatérképen megjelené gorbesereg a szimmetri-
kus rezgésalakokra irdanyul, de természetesen a ferdén szimmetrikus alakok is
berajzolhatdk: egy-egy vizszintes egyenes lenne a paros egészszer m értékeknél.
Hagyomaéanyosan azt vartuk volna, hogy az alakokat névekvé sajatkorfrekven-
cia szerint sorba rendezve szimmetrikus és ferdén szimmetrikus alakok felvaltva
kovetik egymast, illetve hogy a csomépontok és az inflexids pontok szama mo-
noton novekvo. Ezzel szemben azt latjuk, hogy a frekvenciatérképen a ferdén
szimmetrikus alakokhoz tartozé vizszintes egyeneseket a szimmetrikus alakok-
hoz tartozé goérbék tobbszor is elmetszik. Erre egy példat lathatunk a a
abrén. A ¢ =2és1/A = 7 esetben az els§ négy szimmetrikus alak frekvenciapa-
raméterei rendre 2,907; 4, 74m; 5,237 és 8, 97w, mig a ferdén szimmetrikus ala-
kok esetén 27; 47; 67 és 8. Itt tehat a harmadik szimmetrikus alak ”megel6zi”
a harmadik ferdén szimmetrikus alakot. Ezekben az esetekben a rezgésalakok
csomépontjainak (korokkel jelolve) szdma tovdbbra is monoton névekvd ma-
rad (4; 4; 5), viszont a rezgésalakok inflexids pontjainak (négyzetekkel jelolve)
szdma nem (4; 6; 5).

Ahol a frekvenciatérkép gorbéi metszik a paros egészszer m vizszintes egye-
neseit, azokban a pontokban a kérdéses frekvencidhoz egy szimmetrikus és
ferdén szimmetrikus alak is tartozik. Ilyenkor ezek szimmetriatulajdonsaggal
nem rendelkezd kombindcidi is sajatrezgésalakok lesznek. A [l &bran lathatd
egy-egy szimmetrikus (magenta) és ferdén szimmetrikus (piros) alak, valamint
ezek kombinacidja (kék) mindkét esetre. a) ¢ = 2, A = 6m,1/A = 7,999; b)
c=2,A=06m1/A =6,132. Ha a frekvenciamétrixot a szimmetriafeltételek fi-
gyelembevétele nélkiil felirjuk és kifejtjiik a determinansat, akkor a determinans
zérus voltara valé feltételi egyenletnek az ilyen A értékek kétszeres gyokei lesz-

nek.



4. abra. Példak kétszeres gyokok esetén a kiilon megtaldlt szimmetrikus alakok
(piros, magenta) és azok szimmetriatulajdonsdggal nem biré kombindciéjdra (kék).

2.

Tézis

A csigasorral (vagyis tObb szabadsdgfokot 0sszekotd kényszerrel)
felfliggesztett gerendacsaldd aktiv felfiiggesztéshez tartozé rezgésalakok
frekvenciaparamétereit frekvenciatérképen (A frekvenciaparaméter - A
ferde kotélszakasz gerenddra es6 vetiilete diagramon) meghatdrozva a

kovetkez6 megéllapitasok tehetdk:

- tisztan szinuszos rezgésalakok lehetségesek az aktiv esetben is, ha

teljesiil az aldbbi feltételek valamelyike:

Péaros ¢ esetén:

1 _ 2k+2
) X = 3
1 _ (4k+2)c
b) AT 2r—1
2k+1)c . a
c) + = @ktle g5 1 nem lehet ¢ egész-szerese.
A I

Pératlan c esetén: % = w

és r nem lehet (2c+ 1) egész-

szerese

ahol A\ = (2k + 1) a tisztdn szinuszos alakok frekvenciapa-
raméterei, 7 a zéruspontok sorszama, és c a felfiiggesztések szama

a félgerendan.

- létezik olyan felfliggesztési paraméterérték, amelyre a
sajatrezgésalakok paros- paratlan sorrendje zavart szenved,
és a csomoépontok, illetve inflexiés pontok szama nem adja meg

egyértelmiien a rezgésalak sorszamat

- az el6z6 pont kovetkezménye, hogy bar a szerkezet szimmetrikus,

léteznek szimmetriatulajdonsaggal nem rendelkez6 rezgésalakjai is

10



3.2. Periodikus rezgések

Az elébbiekben feltételeztem, hogy a szerkezetben a kotél nem valik passzivva.
Oldjuk most fel ezt a feltételezést, és foglalkozzunk mindkét allapottal, vala-
mint természetesen magdaval a valtdssal. A tovabbiakban csak azzal a geren-
dacsaladdal foglalkozom, amelynek a tagjain paros szamu csiga helyezkedik el.

Passziv allapotban a rezgésalakok és a frekvenciaparaméterek megegyez-
nek az egyszerii csuklds-csuklés gerenda esetével. A rezgésalakok tehét
tisztan szinuszosak, a frekvenciaparaméterek pedig m egész-szamsorosai. Aktiv
allapotban a felfiiggesztési pontok elmozduldsainak az 6sszege zérus, ami tulaj-
donképpen a kotél megnytldsaval is felirhatd. A valtdskor mindkét jellemzo,
vagyis a kotéler6 és a kotél megnytldsa is zérus. Az allapotok kozotti valtas a
L2 p

uj (z)uf(r)dr transzformaciés matrix

rezgésalakbol eredeztethetd Ti; = [ /2 Us

segitségével torténhet.

Trividlisan periodikus rezgések kozé tartoznak azok az esetek, amikor olyan
mod szerint rezeg a gerenda, ami egyszerre aktiv és passziv rezgésalak is. Ilye-
nek példaul a ferdén szimmetikus tisztan szinuszos alakok, de létezik szim-
metrikus is. Passziv allapotban, ha egy fél alapperiédus zavartalanul le tud
zajlani, vagyis ezalatt nem valt vssza a gerenda aktiv dllapotba, paratlan szi-
nuszfélhullamnyi rezgés zajlik le. Ilyenkor a szakasz végén az elmozduldsok és
sebességek éppen az ellentettjei lesznek a passziv szakasz elején fellépoeknek.
Ha aktiv dllapotbdl elinditjuk a gerendat az n-edik aktiv rezgésalaknak megfe-
lel6 kezdeti kitéréssel, és zérus sebességgel, majd utdna egy zavartalan passziv
periodus kovetkezik, akkor a kovetkezd aktiv allapotba véltdas utan a gerenda
ismét az n-edik, vagyis a kiindulési aktiv alak szerint rezeg. Az ilyen rezgéseket
Reguldris Nemlinedris Normdlmddok-nak (RNNM) nevezzik.

Hogyan tudjuk szamszertisiteni, hogy ne torténjen korai valtas? Ha a
félperiédus letelte el6tt nem venne fel a kotélmegnyulds-fliggvény pozitiv
értéket, akkor nem torténik korai véltds. Ennek a vizsgalatdra az els6 maxi-
mum (ami jellemz&en a valtdskor felvett érték) utdni elsd staciondrius értékeket
jeloltem ki. A véges analizis sordan a kiindulasi n-edik aktiv rezgésalakhoz
képest +5 alakkal szdmolva mar ez az e*-val jelolt stacionarius értékbél lehet
kovetkeztetni arra, hogy ilyen RNNM-el van-e dolgunk.

Az eF értékek ¢ = 1 esetben lathatdk az abran. Ezen az dbran, ha az

eF < 0 akkor nem torténik korai valtds. Ilyet lathatunk az n = 1 kiindulasi
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5. dbra. Az e” staciondrius értékek ¢ = 1 esetben kiilonbozd aktiv alakokbdl inditva,
a A csigaelrendezés fliggvényében.

alak esetében minden A topoldgiara, illetve a tobbi kiindulési alakra is kelléen

kicsi A értékek esetén.

3. Tézis

A csigasorral 2c pontban felfiiggesztett tarté egy kétallapotu, szaka-
szonként linearis merevségi szerkezet, melynek egyik allapota reguléris.
Amennyiben egy teljes félperidodust zavartalanul meg tud tenni a ge-
renda ebben a regularis allapotban, ugy a félperiédus végén a modalis
jellemzék épp az ellentettjei a félperiddus elején fellépd értékeknek. A
teljes félperiddus akkor tud zavartalanul lezajlani, ha nem torténik ko-
rai allapotvaltdas. Ehhez arra van sziikség, hogy a fiiggesztékotél ne
fesziiljon meg, azaz a kotél megnyildsa ne vegyen fel pozitiv értéket
a félperiédus alatt. A numerikus szdmitds soran ennek eldontéséhez,
ha a kiindulési aktiv alak sorszama n, akkor n + 5 db passziv alak fi-
gyelembevétele elegend6. Az n. aktiv alakbdl inditva a rezgést, kis c
értékek esetén a kovetkezo feltételek mellett tud bizonyitottan ez a teljes

félperiddus zavartalanul lezajlani:
- az els6 2¢ — 1 aktiv alakbdl inditjuk a szerkezetet, vagy

- a szerkezetet magasabb foku alakbdl inditjuk, és a felfliggesztések
kozotti tdvolsdg elég kicsi: (2¢—1)A < 0, 3L, ahol két felfliggesztés
kozotti tavolsag 2A, a gerenda hossza pedig L.
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3.3. A véges modalanalizis csillapité hatasa

Ebben a részben mar csak a gerendacsalddnak azokkal az eseteivel foglalko-
zom, amelyeken 2 db felfliggesztési pont helyzkedik el (pédros, ¢ = 1 esetek).
A véges moddlanalizis soran minden egyes allapotvaltas energiaveszteséget is
okoz, mivel az az energia, ami az elhanyagolt rezgésmddokba transzformalédna,
elveszik. Ezen energiaveszteségbdl adddo csillapitasnak a moddlis elhanyagoldsi
csillapitas nevet adtam. Ennek a vizsgdlatahoz id6lépéses vizsgalatot végeztem,
és az id6lépésekben szamitottam a szerkezet mechanikai energidjat, vagyis a
mozgasi és a potencidlis energiat. A vizsgdlat sordn a szamitas fél-analitikusan
tortént: egy adott kiindulasi allapotban a modélis koordinaték idobeli lefutasat
kovethetjiik a harmonikus fiiggvényével, de azt az idépillanatot, amikor a véltas
bekovetkezik, mar csak numerikusan lehet megtalalni.

A mozgasi és a potencialis energia valtozasat kilon vizsgaltam. A K
mozgasi energiabdl a valtds utdn megmaradé hanyadot az alabbi mddon

szamolhatjuk:
ﬁ _ CaTQaTTTQaca (4)
Kea - CaTQa2Ca )

ahol (% a modalis sebesség, Q% a sajatkorfrekvencidkat tartalmazé
spektralmatrix, T' pedig a valtas traszformaciés métrixa. Ezzel a egyen-
let ekvivalens a (TTT — 0I)s® = 0 sajatérték-feladat Rayleigh-hanyadosdval,
ahol I az n, x n, egységmatrix, s® = Q*(* tetszbleges vektor, a nemnegativ

O.(l

sajatérték pedig az ardny maga akkor, ha a rezgésmodok s, sajatvektor
szerinti kombindcidjaval torténik a valtds. A potencidlis energia valtas elotti
és utan megmarado hanyadabdl a fentihez hasonlé elven kaptam a nemnegativ
T sajatértéket, passzivbol aktiv allapotba torténd valtasokbdl pedig a oP és
7P hianyadokat. Egy oda-vissza valtas, vagyis egy latszdlagos periédus alatt a
marad6 mechanikai energia-aranyt az el6bbi sajatértékek koziil valasztottam
ki, a legkisebb értéke v,.in és a legnagyobb pedig Vinaz-

Ezekbol pedig egy ekvivalens viszkézus csillapitdsi tényez6 alsd és felsd
korlatjat hataroztam meg a kovetkezbképpen. Nézziink egy m tomegi, s
rugballandoju egyszabadsagfoki rendszert, melynek a csillapitasa leirhaté a
¢ csillapitdsi tényezdvel, ami a 2,/sm kritikus csillapitds hdnyada. Ilyenkor a
szabadrezgés differencidlegyenlete: mi(t) + £2v/smi(t) + sz(t) = 0 (Den Har-

tog, 1985). A csigasorral fliggesztett gerenda esetén egy-egy oda-vissza mozgds
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(14tszdlagos periddus) alatt fellépd energiaveszteséghez (maradé energiahdnyad:

) illessziink egy ekvivalens £ csillapitdst, ami ugyanakkora veszteséget okoz egy

o 02 03

b) 0 ! AL

6. dbra. A ¢ csillapitdsi tényezd felsé (a) és alsé (b) korlédtja.

periédus alatt. Ebbol a kovetkezd Osszefiiggést kaptam:

Az ekvivalens csillapitdsi tényezére minden esetben teljesiil, hogy 0 < £ < 1,

vagyis a modalis elhanyagoldsi csillapitds nem okozhat nagy csillapitast. Az

—In~y

V1672 + In%~

ekvivalens csillapitdsi tényez6re kapott értékeket mutatja a[6] dbra.

4. Tézis

r

Egy kétallapoti, szakaszonként linedris merevségli szerkezet rezgése
soran, ha a numerikus szamitasban véges sok rezgésalakot vesziink figye-
lembe, akkor minden &llapotvaltdskor az elhanyagolt modokba transz-
formalédé energia elveszik. Ezt a jelenséget neveztem el moddlis el-
hanyagoldsi csillapitasnak. Felirtam a veszteség utan maradd ener-
gidk ardnyait egy-egy valtaskor, és kimutattam, hogy ezek a Rayleigh-
hényadosai annak a két-két (dltaldnositott) sajatérték-feladatnak, me-
lyek sajatértékeibol kovetkeztethet6k a maradé energiahanyad also-felsé
korlatai. Ezzel egy oda-visszavaltas, mint latszdlagos periddus alatti
veszteségbol egy ekvivalens logaritmikus dekrementum és egy ekviva-

lens viszkozus csillapitdasi hanyad alsé és felsé hatarat adtam meg.

14




Amellett, hogy egy-egy véltas soran mekkora a veszteség, a mésik tényezo,
ami befolyasolja a rezgésvizsgalat soran ennek az energiaveszteségnek az idébeli
lefolydsat, az az, hogy milyen gyakran fordul el6 az dllapotvaltds. Ezért az
ekvivalens csillapitas mellett keresiink egy latszdélagos periédusidét is.

Passziv allapotban a sajatfrekvencidk reguldrisak, vagyis mindegyik
sajatfrekvencia egy paratlan szdmszorosa az elsének. Emiatt a fels6 korlatja a
passziv allapotban eltoltott idének az elsé periddus fele, vagyis Tét 1/2. Aktiv
allapotban nem regularisak a sajatkorfrekvencidk, egyes esetekben mégis van
egy periédus. Az aktiv dllapotban t6ltott ido felsé korldtja: T&1/2+ZZ:2 13-

Ahhoz, hogy a felsé korldt helyett egy j6 kozeltiést kapjak a latszélagos pe-
riédusidore, numerikus kisérletet végeztem tgy, hogy kovettem az egyik, majd
a masik allapotban toltott idSket, és igy egy aktiv illetve passziv latszélgaos
félperiédust kaptam. Ebben a vizsgdlatban harom A értéket hasznaltam:
0,15L-t, 0,3L-t és 0,45L-t. A figyelembe vett alakok szdma 3,4, 5 és 6 volt, és
mindegyik esetben 20 kiilénb6z6 véletlenszerii kezdeti feltétel szerint inditottam
el a mozgés vizsgalatat. Ezeket a véletlenszerii kezdeti feltételeket normaél el-
oszlas szerint vélasztottam ki, igy kivédve az egyenlotlen eloszlast a modalis
vektortérben (Muller, 1959).

Passziv allapotban az eredmények mutattdak, hogy a fentebb leirt felsé
korlat nem csak a maximum, hanem egy id6 utdn a preferalt periddus.
Aktiv allapotban szintén ugy tunik, hogy a latszélgaos peridédusidok pontso-
ra hozzdigazodik valamelyik alak félperiédusidejéhez, de itt két kiillonbséget is

taldltam a passzivhoz képest:

e az elso félperidusidé nem a maximum: a magasabb moédusok kicsit kiter-
jeszthetik az aktiv allapotban toltott id6t, mivel azok nem regularisak,

de az elméleti maximum fenndll.

e a rezgést elég hosszu ideig kovetve felléphet elég zavaris az aktuélis

rezgésben ahhoz, hogy az egy magasabb mdédusra valtson.

Ez utébbi pont pedig oda vezet, hogy elég sok valtas utan a médok egy masik
kombinacidja valhat domindnssa. Ezzel a hosszutavu viselkedés illeszkedik ah-
hoz a mérnoki gyakorlatban szokasos elvhez, amely az elsé rezgésalakot kezeli

a legfontosabbként.
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5. Tézis

7

Egy kétallapotu, szakaszonként linedris merevségili, rugalmas gerenda
szabadrezgése soran a valtdsok miatti veszteségek a rezgésmodok egy
kombinaciéjat kivéve szinte elhanyagolhatok. Ennek az a hatasa, hogy
a hosszi tava vizsgalat sordn a nagy veszteséget okozo rezgésmdd-
kombinaciok leépiilnek, a megmaradd kozel veszteségmentes mozgas pe-
dig olyan, hogy a latszdélagos periédusid6 az esetek tobbségében beall a
két allapot egy-egy (jellemzden az elsé) rezgésmaddja félperiédusidejének
Osszegére. Emiatt hosszii tavon az ilyen szerkezetek periddusa

kozelitheto a kovetkezéképpen:
T~ (I3, + 151,)/2,

ahol T' a periédusidd, 1, és Tg 1, pedig az aktiv illetve a passziv elsd

rezgésalakhoz tartozé periédusidé.
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