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Abstract

The subject of the dissertation is to investigate fundamental mechanical problems in the
topology optimization field considering real engineering features. This research work
presents the main results of my cooperation in the research project group of my supervisor
Dr. Janos LAgo, which contributed to the intended aims of the project by additions and
extensions. Performing parametric studies was a part of the task to check the reliability of

the numerical calculation program.

The research work includes a new topology optimization area taking into account
uncertainties in optimum structural design thus it deals with the consideration of loading
uncertainties with probability variables via a fundamental optimization problem setting.
Variability of loading in engineering design is realized e.g. in the action of various load

combinations.

Optimization has gained widespread application because efficiency and economical design
are essential requirements in modern engineering. Continuous advance can be observed in
several areas and applications in the industry not only in terms of practical design but also of
fundamental research. The determination of the optimal structural topology is a branch of
fundamental research where the optimal topology is constructed in a design space based on

given boundary conditions serving as a decision support for design.

The large number of publications with cross-references and the great past of optimization
may make it difficult to find the appropriate preliminaries. In the first part of the project one
of the tasks is to review the reliable publications and identify the new results. Vast majority
of publications refer to Michell’s works in 1904 as the foundation of this branch of
mechanics, missing the fact that the first contributions were made by Maxwell as early as

1870, of whom even Michell made reference.

The aim of the tasks has been to supplement previous incomplete topics and to provide new
contributions. Based on the fundamental problem statements of topology optimization,
basic features of optimal topologies have been confirmed by performing comparative
parametric analysis, such as the non-uniqueness of optimum solution, which may affect the
statical determinacy of the structure under well-defined boundary conditions and practical

considerations.
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Osszefoglalas

Az értekezés targya a topoldgia optimaldas témakorében, alapveté mechanikai problémak
vizsgalata valds mdszaki jellemz6k figyelembe vétele mellett. Tdmogatott kutatasi projekt
keretében, Dr. Loégd Janos témavezetésével végeztem kutatdmunkat, melynek
eredményeivel segitettem kiegésziteni, kiterjeszteni a projekt célkitlizéseit és a numerikus

szamitdsi program megbizhatdsagat ellendrizni parametrikus feladatok vizsgalataval.

Uj kutatdsi teriiletet foglal magdba a bizonytalansagok figyelembe vétele az optimalis
szerkezeti kialakitdsa soran, igy az épitémérndki gyakorlatot alapul véve valdszinlségi
valtozokkal adott terhelés eseteire levezetett feladatokkal optimalis topologidk lettek

meghatdrozva a dolgozatban.

Az optimalds igen elterjedt alkalmazads, mivel a mai viladgban alapveté kovetelmény a
hatékonysag és a gazdasdgossag. Szamos tudomanyagban és az ipari alkalmazasokat illetéen
folyamatosan fejl6dés figyelhet6 meg, nemcsak konkrét tervezés esetén, hanem az
alapkutatds vonatkozdsdban is. A szerkezeti topoldgia meghatdrozasa az alapkutatas egy
olyan 4ga, melyben adott peremfeltételek mellett egy tervezési terlileten adott programmal
kialakithatd a szerkezet optimalis topoldgiaja, mely egy dontéstamogatd mddszer a konkrét

tervezéshez.

A kutatdsi munka elsé felében a megfelelé el6zmények eredményeit bemutatd kiadvanyok
megtalaldsa volt a cél, hogy egyértelm(i kép legyen kialakithaté a megbizhaté irodalomrdl. A
kutatds soran megallapitasra kerllt, hogy mar Maxwell is foglalkozott az optimalas

témakorével és nem Michell volt az els8, ahogy azt a felelhet§ cikkek jelentds része emliti.

A feladatok célja volt a korabbi kutatdsok hidanyossagait kipotolni és Uj eredményekkel
kiterjeszteni. A korai kutatasok feltevéseibdl kiindulva a topoldgia optimalds olyan alapveté
tulajdonsagai lettek alatdmasztva, mint az optimalis elrendezés-megoldds nem
egyértelmdisége és a szerkezet hatarozottsagi foka, gondosan felirt peremfeltételek mellett,

tovabba a mérndki gyakorlat igényeit szem el6tt tartva.
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1 Thesis Statements

Thesis 1

A general procedure was presented based on the Prager-Rozvany layout theory for plastic
design to produce analytical solutions by defining regions with the optimality conditions,
thereby enabling to draw the optimal layouts in a simple way. | contributed in the
elaboration of solutions for benchmarks problems; | derived, independently, analytical
solution for stress-based optimization problem with two, alternative loads of different
magnitude and direction, which satisfy the least-weight optimality conditions. It is found
that for certain load cases the optimal plastic design became statically determinate,
therefore it is also the optimal elastic design and the obtained result is in accordance with

the Nagtegaal and Prager article, the conclusion is in agreement with Sved.

Connected publications: [EP10], [EP9], [EP7]

Thesis 2

| investigated the effect of the discretization process parameters on the optimal topologies
with an elaborated iterative algorithm via parametric studies on various plane stress beams.
A number of Michell-type problems were examined by the minimization of the weight of the
structure subjected to a compliance condition, the exact solution of which under special

conditions provides a suitable basis for the reliability of the results.

2(a) | found that the optimal choice for a ground element size is three while the finite
element mesh dimension is the same, when four-node quadrilateral elements are involved,

to achieve the best efficiency on the computing time in terms of ground element size.

2(b) | analysed that while the finite element mesh dimension is the same, greater size of the
ground element causes faster topology optimization convergence but decreases resolution
and the constraints result in a numerically induced, artificially high stiffness, moreover
different optimal solution patterns are obtained until the result becomes too coarse to be

appropriate for design.

Connected publication: [EP1]
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Thesis 3

| participated in elaborating a numerical procedure for topology optimization considering the
case of loads of uncertain magnitude and position in a way that if the loads are probabilistic,

surrogate deterministic load cases, alternative loads are suggested to model the uncertainty.

3(a) | extended the topology optimization model that uses the iterative Continuum-type

Optimality Criteria (COC) methods for discretized systems to incorporate multiple load cases.

3(b) | confirmed via parametric studies that the method is suitable for numerical calculation
with appropriate computational times without considerable numerical errors. The process is
valid under the following conditions: (i) minimum three independent load cases are needed
to model the uncertainty connected to an uncertain point of application of the original load

and (ii) the surrogate loading system is problem dependent.

Connected publications: [EP18], [EP17], [EP16], [EP15], [EP12], [EP11], [EP8]

Thesis 4

4.1 | made comparative analyses on the validity of the optimal truss and truss-like structures
under stochastic loading through the examples of fundamental optimization problems which

were found by Nagtegaal and Prager.

4.1(a) | demonstrated that non-uniqueness of solutions could be stated in the case of
uncertain loading with a comparison between minimum volume design of statically

determinate and indeterminate structures.

4.1(b) I concluded that the uncertainties could modify significantly the deterministically
obtained optimal topologies and in case of probabilistic loading the optimal layout could be
statically indeterminate structure. Moreover, the resulted optimal structures have smaller

volume than the deterministic one, agreement with Nagtegaal and Prager.

4.2 | investigated via a parametric study the influence of multiple loading to determine the
optimal layout with respect to the initial layout. The cases of considering compliance and
stress constraints and the uncertainty of loading direction are taken into account in the

problem statement.
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4.2(a) | stated through a simple example that several (practically infinite number of)
alternative statically indeterminate structures having the same volume and compliance or
stress-constraint value could be constructed if a statically determinate structure exists which

proves that not only one type of layout can be optimal.

4.2(b) | presented that as long as the inclination of loading direction from vertical is small,
which is probable in practice, 3-bar structure has less total volume. Based on engineering
optimization design a statically indeterminate structure should be considered for safety from

the unexpected load cases point of view.

Connected publications: [EP14], [EP13], [EP12], [EP11], [EP8]

Thesis 5

5.1 | formulated a basic example of a truss-like structure with rigid connections based on the
results of the truss optimization taken from the literature while the loading is defined by

stochastic variables.

5.1(a) | analysed the task both as a bar structure (frame model) and a planar continuum
(disk) structure to compare with the truss model to numerically determine the layout, size,
and volume of the optimal truss and | derived analytical solutions to support the numerical

results.

5.1(b) | determined the optimal truss structure topologies in the case of two alternative

loads subject to stress limit and elastic behaviour for a wide range of system parameters.

5.2 | determined the topology and size of the optimal structure which minimize the volume
(that is the amount of material) for various force ratios and force vector directions by

creating a numerical iterative algorithm.

5.2(a) Using a numerical iterative procedure | stated that the optimum topology is typically
statically determinate, however, in a certain domain of parameters a statically over-
determinate degenerate structure represents the minimum volume and in another domain

the solution can be statically indeterminate.

5.2(b) In special cases | confirmed the numerical results by analytical calculations. The
numerical and analytical investigations have proved that the solution in certain cases is non-

unique.
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5.3 | performed an analysis of a chosen structure modelled as a frame construction and a
two-dimensional (plane stress state) continuum model by finite element methods in order to

determine the influence of the choice of the model on the optimal structure.

5.3(a) | concluded that the optimal designs — calculated by the truss model (that is structures
with hinges) — are valid only for this type of structures. In structures where the joints are not
constructed perfectly free of moments even the small bending moments occurring
simultaneously with the dominant normal forces lead to significant excess normal stresses
which involve the undersizing of the structure.

5.3(b) The comparative analyses had the same results (with negligible difference) both
showing the significant excess stresses. With the investigated example | demonstrated that
for the determination of optimum frame structures an optimization procedure using

continuum model is required.

Connected publications: [EP6], [EP5], [EP4], [EP3], [EP2]
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2 Az értekezés tézisei

1. Tézis
A Prager-Rozvany elrendezés-elméleten alapuld altalanos, képlékeny tervezésre szolgald

eljarast ismertettem, amely az optimalitasi kritériumok alapjan megallapithaté tartomanyok

segitségével ad analitikus megoldast, ezaltal az optimalis kialakitas egyszerlen felrajzolhato.

Részt vettem referenciapéldak kidolgozasdban, olyan két, kilonb6z6 nagysdgu és iranyu
alterndld er6vel adott terheléssel bdvitett, fesziltségkorlattal felirt optimalasi feladat
analitikus megoldasat vezettem le flggetlenil, mely az alternald terhelést figyelembe véve
kielégiti a legkisebb sulyra vonatkozd optimalitasi feltételt. Megallapitottam, hogy a terhek
bizonyos eseteire a képlékeny alapon tervezett optimalis megoldas statikailag hatarozott és
egyuttal a rugalmas optimum is, a kapott eredmény 6sszhangban van a Nagtegaal és Prager

cikkben részletezettekkel, a kdvetkeztetés egyez6 Sved megallapitasaval.

Kapcsolddd publikaciok: [EP10], [EP9], [EP7]

2. Tézis

Dolgozatomban az optimadlas diszkretizaciés folyamatdban egyes, alapvet6 paraméterek
megvaltoztatdsanak hatdsat vizsgdltam az optimalis topoldgidkra, mely soradn levezettem egy
iteracios eljarasat, hogy relevans sikbeli fesziltségallapotu gerendamodellek numerikus
szamitdsi eredményeit tanulmanyozzam. Engedékenységi feltételek mellett, a minimalis
sulyra valé tervezés sordn tobb Michell-féle feladatot vizsgaltam, amelyeknek specialis
feltételek mellett adott pontos megoldasai megfelelé alapot szolgdltatnak az eredmények

megbizhatdsagara.

2(a) Megallapitottam, hogy a szdmitdsban a véges elemes hdléméret valtoztatdsa nélkil az
alapelem méretének optimalis beadllitdasa harom véges elem, ha négy-csomdpontu
kvadratikus véges elemet valasztunk. igy érhetjiik a legjobb hatékonysagot a szamitasi id6

tekintetében.

2(b) Elemeztem, hogy a véges elemes haloméret valtoztatasa nélkil, nagyobb alapelem
méret valasztasa konvergencia-sebességnovels, de csokkenti az eredmények felbontasat és
a felirt peremfeltételek mesterségesen nagy merevséget eredményeznek a numerikus

szamitds tulajdonsagai miatt. Tovabba igen kiilonb6z6 optimalis megoldasi alakzatok
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adddnak olyan mértékben, hogy a durva felbontas miatt mar nem mind&sithet6 optimalis

tervezésre alkalmasnak.

Kapcsolddo publikacid: [EP1]

3. Tézis

Olyan topoldgia optimaldsi numerikus eljaras kidolgozasaban vettem rész, mely figyelembe
veszi a terhelés bizonytalansagat a teher nagysaga vagy helyzete szempontjabadl gy, hogy ha
a terhelés valdszinUségi valtozokkal adott, akkor a bizonytalansag modellezhet6 helyettesité

terhelési esetekkel, alternativ terheléssel.

3(a) Kiterjesztettem az iterativ, klasszikus optimalitasi feltétel (COC) médszerét alkalmazo
diszkretizaciés rendszeren alapuld topoldgia optimdld modellt tobb terhelési eset

figyelembevételére.

3(b) Parametrikus vizsgdlatok elemzésével megerGsitettem, hogy a moddszer alkalmas
numerikus szamitasok elvégzésére megfelel6 futtatasi idével és szamottevé numerikus hibak
nélkil. Az eljaras az alabbi feltevések mellett alkalmazhaté: (i) legalabb harom filiggetlen
terhelési eset sziikséges modellezni az eredeti terhelés tdmadaspontjanak bizonytalansagat

és (ii) helyettesit6 terhelési rendszer fligg a feladat meghatarozasatol.

Kapcsolodo publikacidk: [EP18], [EP17], [EP16], [EP15], [EP12], [EP11], [EP8]

4. Tézis
4.1 Osszehasonlité elemzést végeztem a racsos tartok és racsszer(i szerkezetek kialakitasara

vonatkozdan sztochasztikus terhelés esetében a Nagtegaal és Prager altal publikalt alapvet6

optimalasi problémafelvetések alapjan.

4.1(a) Statikailag hatarozott és hatarozatlan szerkezetek legkisebb térfogatra torténd
tervezését 6sszehasonlitva bemutattam, hogy a megoldas nem lehet egyértelm bizonytalan

terhelés feltételezése mellett.

4.1(b) Megallapitottam, hogy a terhelési bizonytalansagok jelent&sen befolyasolhatjdk a
determinisztikus szamitas Utjan kapott optimalis topoldgidkat és valdszinliségi valtozokkal
adott terhelés esetén statikailag hatarozatlan szerkezet is lehet az optimalis kialakitas.
Tovabba, az igy kapott optimalis szerkezetek térfogata kisebb lesz a determinisztikusan

szamitottakhoz képest.
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4.2 Paraméteres feladatok segitségével a tobbszoros terhelés esetének hatasat vizsgaltam
meg az optimalis elrendezés kialakitdsdra az eredeti elrendezéshez viszonyitva. A feladat
megfogalmazasa sordn figyelembe lettek véve az engedékenységi és fesziltség korlatok

esetei valamint a valdszin(iségi valtozoval adott valtozé iranyud terhelés.

4.2(a) Egy egyszerl példan segitségével megdllapitottam, hogy ha létezik egy statikailag
hatarozott szerkezet, akkor szamos (gyakorlatilag végtelen szamu) alternativ, statikailag
hatarozatlan szerkezetet alakithato ki azonos térfogat vagy azonos rudfesziltség mellett, igy

aldtamasztva, hogy az optimalis megoldas nem egyértelmdi.

4.2(b) Bemutattam, hogy mindaddig, amig a terhelés irdnyanak d&lésszoge kismértékben tér
el a fluggllegest6l, ami a gyakorlatban valdszinisithets, addig a harom-rudas szerkezet
kisebb Ossztérfogattal rendelkezik. A mérndki optimalis tervezéskor megfontoldsra javasolt
statikailag hatarozatlan szerkezet kialakitasa esetlegesen nem vart terhelési esetekkel

szembeni biztonsag szempontjabdl.

Kapcsolddod publikaciok: [EP14], [EP13], [EP12], [EP11], [EP8]

5. Tézis
5.1 A racsos tartok optimaldsat bemutatd irodalomkutatasom alapjan definialtam egy

alapfeladatot merev csomdpontu rdcsszerl szerkezetek esetére sztochasztikus valdszinGiségi

valtozokkal adott terhelési eset figyelembevételével.

5.1(a) Keret- és lemezmodellt haszndlva 0Osszehasonlité elemzést végeztem rdacsszerd
tartdszerkezetekre, mely soran numerikusan felirhaté az optimalis racsos tarté topoldgiaja,
mérete és térfogata, valamint az igy kapott eredmények igazoldsara alkalmas analitikus

szamitasokat vezettem le.

5.1(b) Két, alterndld terhelést feltételezve olyan racsos szerkezetek optimalis topoldgiait
hataroztam meg, melyek fesziltségkorlat figyelembevételével és rugalmas modell esetén a

rendszert leiré paraméterek egy széles skaldjan érvényesek.
5.2 Kulonféle er6aranyok illetve erd6vektor-iranyok fliggvényében meghataroztam a
térfogatot (azaz anyagmennyiséget) minimalizalé optimalis szerkezet topoldgidjat és

méreteit numerikus iterativ algoritmus felirasaval.
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5.2(a) Megallapitottam, hogy az optimdlis topoldgia tipikusan statikailag hatarozott
szerkezet, azonban a paraméterek bizonyos tartomanyaban elfajuld statikailag tulhatarozott
szerkezet jelenti a térfogatminimumot, mig egy mas tartomanyban a megoldas statikailag

hatarozatlan szerkezet is lehet.

5.2(b) Az egyedi esetekben a numerikus eredményeket analitikus szamitasokkal is igazoltam.
igy a numerikus és analitikai vizsgalatok egyiitt bebizonyitottak, hogy a megoldas bizonyos

esetekben nem feltételeniil egyedi.

5.3 Keretszerkezetet illetve kétdimenzids (sikbeli fesziiltségallapotu) kontinuum-modellt
haszndlva a mechanikai modell megvalasztasanak az optimalis megoldasra gyakorolt hatdsat

vizsgaltam végeselemes szamitasi eljarassal.

5.3(a) Megdllapitottam, hogy a racsostarto-modellen (tehdt csuklds kapcsolatokkal
kialakitott szerkezeten) szamitott optimumok érvényessége csak e tartétipusra vonatkozik; a
nem tokéletesen nyomatékmentesen kialakitott kapcsolatokkal rendelkezd szerkezetekben a
meghatarozd normaler6 mellett jelenlévé kicsiny nyomatékok is olyan jelentGs

normalfesziltség-tobbletet eredményeznek, amelyek a szerkezet alultervezettségét jelentik.

5.3(b) A keretszerkezetet és sikbeli fesziltségallapoti kontinuum-modellt vizsgald
Osszehasonlitas soran megallapitottam, hogy a két vizsgalat (elhanyagolhatd eltéréssel)
azonos eredménnyel mutatta ki a jelentds fesziiltségtobbletet. Az elemzett modellek
esetével demonstraltam, hogy a keretszerkezetek optimumanak meghatarozasahoz

kontinuum-modellt alkalmazo optimalasi eljaras sziikséges.

Kapcsolodo publikaciok: [EP6], [EP5], [EP4], [EP3], [EP2]
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